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On fixe un corps k algebriquement clos de caracteristique zero. Tous les 
espaces vectoriels, algebres, etc. consider& sont definis sur k. Sauf mention 
contraire, les algebres de Lie sont de dimension finie. 
Soient g une algebre de Lie, U(g) son algebre enveloppante et Prim U(g) 
l’espace des ideaux primitifs de U(g). Soient g* l’espace dual de g et G le plus 
petit groupe algebrique d’automorphismes de g dont l’algebre de Lie contienne 
ad g. Lorsque g est resoluble, l’application I de Dixmier: ft+ I(f), 
g* -+ Prim U(g) induit une bijection continue de g*/G, muni de la topologie 
quotient de la topologie de Zariski, sur Prim U(g), muni de la topologie de 
Jacobson, [3-6, 91 ou [7]. On montre ici que l’application de Dixmier est un 
homeomorphisme lorsque g est nilpotente. (La demonstration ne semble pas 
pouvoir se gCnCraliser facilement au cas resoluble.) 
La methode consiste a traduire, a I’aide du dictionnaire representations du 
groupe - ideaux primitifs de I’algbbre enveloppante, la demonstration de 
I. D. Brown [2], pour I’application de Kirillov. La Section 1 est consacree a 
quelques difficult& grammaticales. 
I. “VARIBTB” PRODUIT D’UNE VARIBTB ET DE PrimU(g) 
1.1. Soit I’ C m* une variCtC affine d’algebre affine A = S(m)/p, oh 
m est un espace vectoriel de dimension finie et p un ideal premier de l’algebre 
symetrique S(m). L’ensemble I’ x Prim U(g) s’identifie a I’espace des 
ideaux primitifs de A @ U(g) = U(g @ m)/U(g @ m)p, oh g @ m est 
l’algebre de Lie produit direct de g par l’algebre de Lie commutative in: si 
ZI E V, on note aussi z, E Max A l’ideal qui s’annule en v; le point 
(v, J) E I’ x Prim U(g) s’identifie a I’idCal de A @ U(g) engendre par ZI et j. 
On munit V x Prim U(g) de la topologie de Jacobson SW Prim(A @ U(g)). 
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(Ce n’est pas, en general, le produit des topologies de Jacobson sur V et 
Prim U(g)). 
1.2. Soit I/ une variCtC. Soit (V&p un recouvrement fini de V par des 
ouverts affines. On a V x Prim U(g) = vi./ Vi x Prim U(g). Les ensembles 
Vi x Prim U(g) sont munis de la topologie definie ci-dessus. 
LEMME. Soit ( V,‘)jcy, un autre recouvrement de V par des ouverts afines. 
Soit X C V x Prim U(g). Alors X n (Vi x Prim U(g)) est fermi pour tout 
i E $ si et seulement si X n ( Vj’ X Prim U(g)) est fern& pour tout j E f’. 
La demonstration est exactement la meme que dans le cas oh g est 
commutative, i.e., Prim U(g) = g*. 
DEFINITION. On dira qu’un ensemble XC V x Prim U(g) est ferme 
lorsque X n (Vi x Prim U(g)) est ferme dans Vi x Prim U(g) pour tout 
iE$. 
Un certain nombre de resultats commutatifs se generalisent imme- 
diatement: 
1.3. LEMME (i) Soit V’ C V un fermi’. Alors V’ x Prim U(g) est ferm.4 
dans V x Prim U(g). 
(ii) Soit Y CPrim U(g) un fermi. Alors V x Y est fermi dans 
V X Prim U(g). 
(iii) Tout fermi’ de V x Prim U(g) est r&union $nie de fermks irr& 
ductibles. 
(iv) Soit 92 une relation d’kquivalence sur V. Supposons que V/94? 
admette une structure de vari& quotient. Une partie de (V/k%?) x Prim U(g) est 
fermhe si et seulement si son image rkiproque est fermke dans V x Prim U(g). 
1.4. La proposition qui suit jouera un role essentiel dans la suite. 
Notation. Soient B, A des anneaux et x un Clement de A. On note B[x] 
le sous-anneau de A engendre par x et B. 
LEMME. Soient M un anneau premier ci unite’, Nun sous-anneau contenant 1 
et z E M un t%ment central. Soit M’ le localise’ de Mpar rapport ci z. (Comme M 
est premier, on a M C M’). Soit a un id&al maximal de N. Alors l’un des anneaux 
N[z] ou N[.&] contient un idial maximal b tel que b n N = a. 
DLmonstration. Dans le cas contraire, on a N[z] = a[.~] et N[z-l] = 
a[z-‘1. On choisit p et q minimaux tels que 1 = a, + a,z + *.a + a9zp, 
1 = b, + b,.z-l + ... + b,z-@, avec a, ,..., as , b, ,..., b, E a. La symetrie des 
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roles joues par z et z-r permet de supposer p 3 4. On a (1 - b,) zq = 
b, + ... + b&l d’oh 
1 - b, = (1 - b,)(u, + . .. + uq-lx*-l) 
+ (b, + ... + b,zq-l)(a, + ... + a#+“) 
d’oh 1 = a,’ + al’s + ..* + u~-rzP--l, avec a,,‘,..., u’,-r E a, ce qui contredit 
le choix de p. 
PROPOSITION. Supposons g nilpotente. Soit V une vu&e’ projective. Soit 
Z C V x Prim U(g) un fermi!. La projection de Z SW Prim U(g) est fermie. 
De’monstrution. G&e a 1.3 (i) on peut supposer que V est un espace 
projectif P, . Grace Q 1.3 (iii) on peut supposer Z irreductible. 
On va montrer: soient g une algebre de Lie, Z un ferme irreductible de 
P, x Max U(g); la projection de Z sur Max U(g) est fermee. La proposition 
en resultera car, si g est nilpotente, tout ideal primitif de U(g) est maximal. 
Soit {X0 , X1 ,..., X,} un systeme de coordonnees homogenes sur P, . On 
note Pni l’ouvert affine d’algebre affine k[X,,/X, ,..., X,/X,], complementaire 
de l’hyperplan Xi = 0, et on pose Zi = Z n (Pmi x Max U(g)). On peut 
supposer Zi # ,0 pour tout i, sinon on remplace P, par P,, , avec n’ < n. 
Soit pi C k[X,/X, ,..., X,/X,] @ U(g) = Si l’ideal premier definissant Zi. 
L’algebre S = K[X,, ,..., X,] @ U(g) est munie de la graduation definie par 
wll ,***, X,}. L’idCal grad& de S qui definit Z est p = C pN , oh 
pN = {f E S, , X;“f E pi pour i = 0 ,..., n}. Comme Xi 6 pi, on a p I? U(g) = 
pi n U(g) pour tout i, et p n U(g) est l’ideal (premier, d’apres [7, 3.3.41) 
de U(g) qui definit la fermeture de la projection de Z sur Max U(g). Tout 
revient a prouver I’assertion suivante: 
(*) Soit J E Max U(g) tel que p n U(g) C J. I1 existe un indice i et 
LEMaxSitelquepiCLetLn U(g) = J. 
Posons A = S/p, B = U(g)/(p n U(g)) C A. Notons y,, ,..., yn les images 
de X,, ,..., X, dans A. On a A = B[y, ,..., yJ. Soit A’ = B[y, ,..., yn , 
-1 y,, ,..., y;‘] le localis de A par rapport au systeme multiplicatif, central, 
engendre par {yO ,..., m}. Soit Bi I’homomorphisme de Si dans A’ defini par 
8,(u) = (U mod p) E B pour u E U(g) et f3,(X,/Xi) = yiy;’ pour i = O,..., n. 
On a Ker Bi = p”, done Bi induit un isomorphisme de Si/pi sur la sous- 
algebre Ai = B[y,y;‘,..., ynyil] de A’. L’assertion (*) devient 
(* *) Soit J un ideal maximal de B. 11 existe un indice i et un ideal maximal E 
deAitelqueLnB=J. 
On demontre (**) par recurrence sur n. Pour n = 1, en posant x = ysy;l, 
cela r&.&e du Lemme precedent. Supposons (**) vraie pour n - 1. 
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Considerant l’ideal p’ = p n (K[Xi ,..., X,] @ U(g)), I’hypothbe de 
recurrence fournit un indice i E {I,..., TZ} et un ideal maximal r de 
~[YIY,l,..., ylay;l] tel que L’ n B = J. On applique le Lemme a M = Ai, 
N = B[y,y,l,..., yny;l], z = yoyil et a = r. Si b C N[z] = Ai, on 
prend L = b. Sinon, b est un ideal maximal de 
NV1 = ~rYIYA.,YnY,l, YiYOll 
qui contient A”. On prend pour L un ideal maximal de A0 qui contienne 
b n A”. 
Note. Cette demonstration n’est autre que celle de Chevalley, prouvant 
que l’espace projectif est une variete complete (c.f. C. Chevalley, “Fondements 
de La GComCtrie Algebrique,” Cours de Math. approfondies 1957-1958, 
I.H.P., Paris, p. 148). 
1.5. PROPOSITION. Soit g une algbbre de Lie. Soit I’ la composante neutre 
du groupe des automorphismes de g. 
(i) L’application T X Prim U(g) + Prim U(g): (a, /) i--t a/ est continue. 
(ii) L’application (01, J) I-+ (01, aj) est un homiomorphisme de 
T x Prim U(g) sur lui-m&me. 
Dt!monstration. Notons S: gl(g) -+ k la fonction determinant et m l’espace 
vectoriel (gl(g))* @ KS-l. Alors I’ est une variete affine dont l’algkbre affine A 
est un quotient de s(m). 
Soit u E U(g). Soient n la filtration de u et {ui} une base de U,(g). Pour 
CL Er, on a a-k = C a,(a) ui et les fonctions ai sont des elements de A. 
Posons a = C ai @ ui E A @ U(g). Pour 01 E I’ et JE Prim U(g), on a 
u E ~JO a E (or, J), d’oh (i). L’assertion (ii) est consequence de (i). 
2. L’APPLICATION DE DIXMIER EST UN HOMI~OMORPHISME 
Desormais, g est nilpotente. On note G le groupe adjoint de g 
2.1. Remarquons d’abord que si l’application de Dixmier est un homeo- 
morphisme pour g, elle l’est aussi pour tout quotient de g. 
2.2. On note g(K,p) l’algebre quotient de l’algbbre de Lie libre a k 
generateurs par le (p + 1)ieme terme de sa serie centrale descendante. 
L’algebre de Lie g(k,p) est de dimension finie, nilpotente, de classe de 
nilpotence p, et toute algebre de Lie nilpotente de classe de nilpotence p 
est un quotient de g(k, p), pour un k convenable. 
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Pour g = g(k,p), tout automorphisme de l’espace vectoriel g/[g, g] admet 
un relevement 01 E Aut g. On peut choisir 01 dans la composante neutre de 
Aut g. 
2.3. LEMME. [S] Soient g une algibre de Lie nilpotente et I an idkal de g. 
Soit 7r laprojection g* -+ f*. Pour toutf E g* on aI n U(f) = nvEG I(r(yf)). 
2.4. THBOR~ME. Soient g une algtbre de Lie nilpotente et G le groupe adjoint 
de g. L’application de Dixmier est un hombomorphisme d g*/G sur Prim U(g). 
Dt%wnstration. Le theoreme est vrai lorsque g est de classe de nilpotence 0. 
Soit p un entier >, 1. On va supposer le theoreme vraie pour toute algebre de 
Lie nilpotente de classe p’ < p, et le demontrer pour g = g(k, p), quel que 
soit k. Cela suffit, d’aprb 2.1 et 2.2. 
Comme on sait deja que g*/G -+ Prim U(g) est continue, il suffit de 
montrer que, si F C g* est un ferme irreductible, G-invariant, son image I(F) 
dans Prim U(g) est fermee. 
Pour f  E g*, on pose g(f) = {X E 9, f  (IX, 91) = 0) et ff = g(f) + l&d. 
Si 01 E Aut g, on a ~(a,) = f,, . Soit d = inf{dim f f  , f  E F}. Alors F,, = 
{f EF, dim f f  = d) es un ouvert de F, dense dans F. Fixons un ideal f  t 
de dimension d, contenant [g, g]. Soit r la composante neutre de Aut g. Soit 
T’ = {m E r, a(f) = 1). Alors r/r’ est une variCtC projective, [l, 11.21. 
L’ensemble X = ((01, f) E I’ x F, a&) r> T> est ferme dans r x F. Si 
01’ E r’ et (a, f) E X, alors (01’01, f) E X. Par suite, la projection de X sur F est 
fermee. D’aprb 2.2, cette projection contient l’ouvert dense F,, , done elle 
coincide avec F. 
Soit 2 = ((a, I(f)) E r x Prim U(g), (cr, f) E X}. D’aprb ce qui precede, 
la projection de 2 sur Prim U(g) est l’image I(F) de F. Utilisant 1.3 (iv) 
et la Proposition 1.4, tout revient a montrer que Z est ferme dans 
r x Prim U(g). Soit Z’ = ((01, I(g)) E r x Prim U(g), 01-l E F, fg r) f}. Alors 
Z’ est l’image de Z par I’homeomorphisme 1.5 (ii), done il suffit de montrer 
que Z’ est ferme dans I’ x Prim U(g). Soit Z,,’ = ((01, I(g)) E Z’, a-rg EF~}. 
On va montrer Z’ = Zi (adherence de Z,’ dans r x Prim U(g)). 
Soit m I’espace introduit dans la demonstration de 1.5. Un Clement 01 de r 
s’identifie premierement a un ideal maximal de s(m), deuxiement a un Clement 
de m*, qu’on note tous deux par la meme lettre oi. On identifie (g @ m)* 
au produit direct m* x g*. Suivant 1.1, on identifie un point (ol, J) de 
r x Prim U(g) a l’ideal au(g) + s(m)J de U(g @m). Alors (ol, I(g)) = 
I(o~, g) pour (Y E r et g E g*. 
Soient X’ = {(a, g) E r x g*, &g EF, fg 1 f} et X0’ = {(a, g) E r x g*, 
a-rg E F,, , fg = r}. Alors x’ = X0’ (adherence de X,’ dans (g + m)*), Z’ est 
I’image de X’ par I’application de Dixmier relative a l’algebre de Lie g @ m 
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et 2,’ celle de X,,‘. Comme l’application de Dixmier est continue, on a 
2’ C &‘. Notons 7r la projection (g + m)* + (f + nt)*. 
Soit (01~ , g,) E (g @ m)* tel que I(ar,, , g,,) E &‘. Remarquant que X,,’ est 
stable sous l’action du groupe adjoint de (g + m), on a, d’apres 2.3, 
I(4~o , go)) 3 I(3 p goI n U(f + m> 1 n I(da, 0. (1) 
(w?)~XO’ 
Notons C-l(g), resp. CD-l(g @m), le (p - 1)ieme de la serie centrale 
descendante de g, resp. g @ m. Soit a = [f + nt, Cp-l(g + m)] = [f, @‘-l(g)]. 
Pour (01, g) E X0’, on a fg = f, done a = [f, , CD-l(g)] = [g(g), Cp-l(g)] done 
g j a = 0 et (a,g) [ a = 0. Comme a est central dans g @ m, ceci implique 
a CI(z(ol, g)) pour (a, g) E X,,‘. Utilisant (l), on en deduit a CI(rr(~ya , g,,)) 
d’oh (aa , gu) 1 a = 0. 
Soient +(a, g), pour (01, g) E X0’, et ii(cz, , g,) les formes lineaires sur 
(f + m)/a ainsi definies. Alors I(ii(ol,g)) est l’image de I(~(o1, g)) dans 
U((f + m)/a) = U(f + nt)/U(f + m)a, et I(+(+, , go)) l’image deI(n(ol, , go)). 
D’apres (1) on a 
wolo j go)) 1 n I(+, 8). 
(a,c7EX,’ 
L’algebre (f + tn)/a est de classe < p - 1. Utilisant l’hypothbe de recur- 
rence, on obtient +(a,, , g,,) E (fi(Xa’))-, d’oh n(o1,, , g,) E (-rr(X,‘))- done 
(01~ , g,) E T-l(n(X,‘)-) = Xh- = X’, car X0’ est sature par rapport a T. 
On a done I(a, , g,) E 2’ c; f ;  9; d. 
2.5. On note (Spec S(g))G l’espace des ideaux premiers G-invariants de 
S(g) et Spec U(g) l’espace des ideaux premiers de U(g). Pour f  E g*, on note 
Is(f) I’idCal de S(g) qui s’annule sur l’orbite G . f de f. 
COROLLAIRE. pour P ~(Spec S(gNG posons B(P) = npCIScpm. L'Wli- 
cation /3 est me bijection de (Spec S(g))G SW Spec U(g). Son inverse est donnbe 
par p-l(q) = nqcr(l, I,(f ). L’application p et son inverse conservent l’inclusion. 
De’monstration. Soit p E (Spec S(g))G. L’ensemble V, = {f E g*, p CIs(f)} 
est le ferme, G-invariant, de g* defini par p. D’apres 2.4, I’image I( V,) de V, 
dans Prim U(g) est le ferme defini par /3(p). Comme V, est irreductible, I( V,) 
I’est auk, done p(p) est premier et, pour f  E g*, on a p C I,(f) o /3(p) C I(f ). 
Pour q E Spec U(g), posons y(q) = nqcr(s) I,(f). D’apres 2.4, le ferme de g* 
defini par r(q) est l’image reciproque par I du ferme de Prim U(g) defini 
par q, done y(q) est premier; il est Cvidemment G-invariant, et pour f c g*, 
on a qCQf)c- y(q)Cls(f). 
Pour tous p E (Spec S(g))G et q E Spec U(g), on a done y  0 /3(p) = p et 
/3 o y(q) = q, ce qui prouve que /3 et y  sont des bijections inverses l’une de 
l’autre; il est clair qu’elles conservent l’inclusion. 
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